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FEUILLE 5 : THEOREME DE ROLLE, THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS,
FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE, INTEGRATION

Exercice 1 .
1. Soit f : R — R dérivable telle que f' s’annule précisément n fois. Montrer que f s’annule au plus n+ 1 fois.
2. En déduire que le polynome P(X) = X20000 1 X 1+ 1 a au plus 2 racines réelles.

Exercice 2 Soit f: [0,1] = R continue, dérivable sur [0,1], telle que f(0) = f(1) =0 et f'(0) = 0.

Soit g : [0,1] = R telle que g(0) =0 et g(z) = @ stz # 0.

Vérifier qu’on peut appliquer le théoréeme de Rolle & g, et en déduire ’existence de a €]0, 1] tel que f'(a) =
Interpréter géométriquement.
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Exercice 3 A [l'aide de la formule des accroissements finis, montrer que ﬁﬂ <In(z+1) <z pour x> 0.

Exercice 4 A l’aide de la formule de Taylor-Lagrange, montrer que x — % <sinz < x pour x > 0.
Exercice 5 A l'aide de la formule de Taylor-Lagrange, calculer cos(0,1) a 1078 pres.

Exercice 6 Développer le polynéme P(z) = x® — 822 + 5z + 3 suivant les puissances de x — 2.



Exercice 7 A l'aide de changements de variables indiqués, déterminer les intégrales suivantes :
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Exercice 8 Soient a,b € R, a < b, f :[a,b] = R une fonction de classe C', telle que f(a) = 0.
1. Montrer que f*(z) < (z — a)/ F2(t) dt pour tout z € [a,b].

b (Zb _ (l)2 b 9
2. En déduire que/ f2(t) dt < T/ Fo@) dt.



Exercice 9 Déterminer les primitives de f(x) = 2%(x3 + 1)*. Donner la primitive qui s’annule pour x = 1.

Exercice 10 Calculer les intégrales suivantes :

(a) /% ()/zxj:? ’ (h)/ 2jzoix3x

z-+1
) /(5—29;)3 d ;j ?txld “ () /z (sine) In(1 + 2?) do

(c) /(a:;E—Z)?)f’ da (9) /tan%; da () /0 V1-2? dz

sin x

Exercice 11 Calculer la dérivée de la fonction f: R — R telle que f(z) = / et dt.
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Exercice 12 Calculer par parties les intégrales suivantes :

(a) /ace_‘” dx (c) /:r2 cos(3z) dx (e) /Iarctanx dx (g9) /arctanl“ dz
(b) /ln:c dx (d) /323:21nm dx (f) /Co:;x dx (h) /sin(lnm) dx

Exercice 13 .

1 b 1

1. Trouver a,b € R tels que m = % + w1 pour © # 0, —=
2. En déduire /dim
2z +1)

In(1+ 2x)

5 dx.

3. Calculer par partz'es/
x

Exercice 14 .

1. A laide de plusieurs intégrations par parties, déterminer /62” cos (3z) dx et /62”” sin (3z) dx.

2. Retrouver le résultat précédent a l'aide de /e(2+3i)z dx.
Quelle méthode est la plus rapide ?

Exercice 15 A l'aide d’exponentielles complexes, déterminer les primitives :

(a) /sin4x dx (b) /cosxcos(S:r) sin(bz) dx

[NE

Exercice 16 Pourn € N, soit I,, = / sin" x dx.

0
1. Pourn € N, a l'aide d’une intégration par parties, exprimer I,4o en fonction de I,.
2. Calculer Iy et Iy, puis donner une formule pour Isy et Iop41 (k € N).

Exercice 17 .

3 — d
1. Trouver a,b,c,d € R tels que 90 T az?® + bz 4+ c + —— pour x # —1.
5 z+1 z+1

-2
2. En de’duire/x L dz.
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Exercice 18 . i
1. A laide d’un changement de variables t = f(x) adéquat, déterminer /Tw—kl en se ramenant a

T2+

/ dt
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20+ 1
2. Explicit —— du.
zpzczer/x2+x+1 T

3. A laide de 1 et 2, détermmer/ z+3

224+ x+1



